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Resumen
En este trabajo estudiamos la resolucio´n de las Ecuaciones de Navier-Stokes esta-
cionarias mediante me´todos distributivos no lineales. Formulamos estos me´todos como
me´todos de tipo Petrov-Galerkin, en un contexto de discretizacio´n por el me´todo de
los elementos finitos. Utilizamos funciones tests descentradas “corriente arriba”para
el tratamiento del te´rmino de conveccio´n.
Esta formulacio´n nos permite realizar el ana´lisis de los me´todos distributivos que
consideramos como una extensio´n del ana´lisis esta´ndar. Presentamos resultados de
existencia de solucio´n del problema discreto, convergencia y estimaciones de error.
Por u´ltimo, presentamos algunos test nume´ricos resueltos mediante un esquema de
tipo distributivo no lineal, el PSI. Estos tests muestran un comportamiento resistente
a la generacio´n de oscilaciones para´sitas, y una mayor exactitud que un me´todo de las
caracter´ısticas de primer orden.
1. Ecuaciones de Navier-Stokes
En esta seccio´n desarrollamos la aproximacio´n del problema estacionario de Navier-
Stokes. Para ello consideramos estas ecuaciones de tipo conveccio´n-difusio´n, con el objetivo
de realizar la discretizacio´n del te´rmino de transporte utilizando el me´todo PSI.
Sea Ω un dominio acotado en Rd (d = 2 o 3) con frontera Lipschitz Γ = ∂Ω. Conside-
ramos el siguiente problema:
Hallar u : Ω −→ Rd, p : Ω −→ R tal que
u · ∇u− ν∆u+∇p = f, ∇ · u = 0 en Ω;
u = 0 sobre Γ,
(1)
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siendo u el campo de velocidad, p la presio´n y ν el coeficiente de difusio´n. Y denotamos
por f : Ω→ Rd, el te´rmino fuente.
Consideramos los espacios V = (H10 (Ω))
d y L20(Ω) donde vamos a buscar la solucio´n u
y p, respectivamente. Suponemos f en (H−1(Ω))d. Por u´ltimo, definimos la forma trilineal
b asociada al primer te´rmino de la ecuacio´n: b(u, v, w) =
∫
Ω(u · ∇v)w dx, con u, v, w ∈ V.
Y denotamos su norma por M.
Consideramos la formulacio´n variacional esta´ndar del problema (1):
Hallar u ∈ V, p ∈ L20(Ω) tal que
b(u, u, v) + ν(∇u,∇v)− (p,∇ · v) =< f, v > ∀ v ∈ V;
(∇ · u, q) = 0 ∀ q ∈ L20(Ω).
(2)
Se puede probar que el problema (2) admite solucio´n (Cf. [6], [8]) y que adema´s es
u´nica bajo la condicio´n M‖f‖−1 < ν2.
A partir de ahora supondremos que Ω es un dominio poligonal. Sea Th una triangulacio´n
de Ω. Definimos los siguientes espacios discretos:
V ∗h = {vh ∈ C0(Ω¯)/ vh|T ∈ P1 ,∀T ∈ Th}, Vh = {vh ∈ V ∗h / vh = 0 sobre Γ}. (3)
Nuestra aproximacio´n interna {Vh}h>0 para el espacio de velocidadesV esVh = (Vh)d.
Consideramos tambie´n una aproximacio´n interna por tipo elementos finitos {Mh}h>0 del
espacio de presiones L20(Ω) tal que se satisface una condicio´n inf-sup:
∃βˆ > 0 tal que βˆ ‖rh‖ ≤ sup
vh∈Vh
(rh,∇ · vh)
‖∇vh‖0 , ∀ rh ∈Mh. (4)
1.1. Esquema PSI
En esta seccio´n describimos la idea general para la construccio´n de los me´todos dis-
tributivos, y en particular para el esquema PSI. Por simplicidad en la notacio´n lo haremos
en dimensio´n 2.
Los me´todos distributivos se centran en el tratamiento del te´rmino de conveccio´n.
Vamos a considerar el flujo convectivo de la magnitud ρ transportada por la velocidad u,
definido por
qconv = uρ.





qconv · n =
∫
T




donde hemos utilizado que ∇ · u = 0.
La idea ba´sica de los me´todos distributivos es repartir el flujo ΦT entre los ve´rtices
de los elementos vecinos a T . Esta distribucio´n se hace mediante unos coeficientes que
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Normalmente, el flujo generado en el elemento T so´lo se distribuye entre los ve´rtices de
este elemento, as´ı que podemos escribir:
βTj = 0 si bj no es un ve´rtice de T.








u · ∇ρ. (6)
Para obtener un flujo conservativo y un me´todo estable L∞, se consideran las siguientes





T = 1, β
T
jT
≥ 0, para todo nodo bj , para todo tria´ngulo T ∈ Th. (7)
El esquema PSI se construye a partir de un me´todo distributivo lineal llamado N-esquema,
el cual viene determinado por la definicio´n del flujo
ΦTi (sh) = β
T
i Φ
T (sh), para sh ∈ Vh.
Para ello vamos a introducir el vector normal interior a la frontera de T , opuesto al nodo
bi,

















i − sTj ), cij = (KTi )+MT (KTj )−, (9)
donde (KTi )









3 son los valores de sh en los ve´rtices de T .
Observar que el signo de KTi indica si el ve´rtice bi esta´ “corriente abajo” con respecto
a u (KTi ≤ 0). Para que el me´todo sea estable, los nodos que esta´n “corriente arriba” en
el tria´ngulo T no reciben ninguna aportacio´n del flujo de este elemento.
En algunos casos, el flujo ΦT (sh) puede anularse, mientras que el flujo ΦTi (sh) toma
un valor finito, y por tanto, el coeficiente βTi no estar´ıa definido. Es por esta razo´n por la
que el N-esquema no puede escribirse bajo una formulacio´n Petrov-Galerkin (ver [5]).
El esquema PSI se construye, como hemos dicho antes, a partir del N-esquema, bus-
cando unas nuevas funciones de flujo Φ∗i tales que
Φ∗i = (1− µi)Φi, para unos coeficientes 0 ≤ µi ≤ 1, i = 1, · · · , d+ 1 (10)
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d+1∑
i=1
Φ∗i = Φ. (11)
Los coeficientes β∗i =
Φ∗i
Φ
esta´n acotados independientemente de la malla. (12)
(Hemos suprimido el super´ındice T y la dependencia de sh por claridad en la notacio´n).
Se prueba que µi son funciones continuas de Φi, y que β∗i cumplen la propiedad (7).
Observar adema´s que tanto los coeficientes de distribucio´n como las funciones de flujo Φ∗
y Φ dependen de sh.
La resolucio´n del problema (10)-(12) y por tanto la definicio´n expl´ıcita del esquema
PSI, puede encontrarse en [3], no la detallamos aqu´ı, ya que no es relevante en nuestro
ana´lisis.
1.2. Formulacio´n Petrov-Galerkin
Podemos dar una formulacio´n abstracta de tipo Petrov-Galerkin del me´todo PSI y de
otros me´todos distributivos no lineales. Al igual que en [5], definimos un nuevo espacio
discreto cuyas funciones de base nodales denotamos por λ1, λ2, · · · , λM (dependiendo de
un elemento σh de Vh):
Wh(σh) = span{λ1(σh), λ2(σh), . . . , λM (σh)}. (13)
En particular para el me´todo PSI, dado un nodo bi de la malla, definiremos la funcio´n




T (σh) si bi ∈ T ;
0 en otro caso.
Observemos que la dependencia respecto de la funcio´n σh se debe al cara´cter no lineal
del me´todo PSI.
Consideramos tambie´n el operador de interpolacio´n asociado, que toma valores enWh,
y que denotamos por Πσh :
Πσh : C0(Ω) −→ Wh




donde {bi}Mi=1 denota los nodos de la malla situados en el interior del dominio.
Llamaremos a Πσh el operacio´n de interpolacio´n distribuida generado por la funcio´n
σh.
La extensio´n de esta definicio´n al espacio vectorial Vh se realiza por componentes, de
la siguiente forma. Definimos Wh(wh) = Wh(w1h) ×Wh(w2h) y denotamos por Πwh el
operador vectorial de interpolacio´n distribuida generado por wh ∈ Vh. Utilizaremos las
funciones de Wh(wh) como funciones test para el te´rmino de conveccio´n.
Definimos ahora la forma discreta asociada al te´rmino de conveccio´n
bh(rh) : Vh×Vh×Vh 7→ R como bh(rh;uh, vh, wh) =
∫
Ω
(uh ·∇vh)Πrhwh, para una funcio´n
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dada rh ∈ Vh. Escribimos entonces la aproximacio´n variacional del problema (2):
Hallar uh ∈ Vh, ph ∈Mh tal que
bh(uh;uh, uh, vh) + ν(∇uh,∇vh)− (ph,∇ · vh) = 〈f, Πuhvh〉 ∀ vh ∈ Vh;
(∇ · uh, qh) = 0 ∀ qh ∈Mh.
(15)
Hemos discretizado tambie´n de forma descentrada el te´rmino fuente con el fin de obtener
un esquema bien equilibrado al segundo orden en re´gimen de conveccio´n dominante, ver
[5]. Para que este te´rmino 〈f, Πuhvh〉 tenga sentido basta considerar f en un espacio ma´s
regular que V′, por ejemplo f ∈ L2(Ω)d.
2. Existencia, convergencia y estimaciones de error
Nuestro ana´lisis de existencia de soluciones del problema discreto (2), convergencia y
estimaciones de error esta´ basado en ciertas propiedades satisfechas por nuestra formu-
lacio´n :
Propiedad 1 Para todo elemento T ∈ Th y para todo σh ∈ Vh, λTi (σh) ≥ 0,
i = 1, · · · , d+1 y
d+1∑
i=1
λTiT (σh) = 1, donde por iT denotamos el ı´ndice global correspondiente
al ı´ndice local i, del elemento T , y siendo λTiT (σh) la restriccio´n de λiT (σh) al elemento T .
¤
Definamos la matriz de conveccio´n asociada a una velocidad vh ∈ Vh y a un elemen-
to σh ∈ Vh denotada por C(vh;σh) ∈ MM×M (R) (el espacio de las matrices reales de









Propiedad 2 La matriz C(vh;σh) es semi-definida positiva para cualesquiera vh ∈ Vh
y σh ∈ Vh. ¤
Por u´ltimo se tiene una hipo´tesis te´cnica sobre el comportamiento de la matriz de
conveccio´n respecto a sus argumentos vh y σh:
Propiedad 3 La matriz de conveccio´n C(vh;σh) es una matriz continua de Vh ×Vh
al espacio MM×M (R). ¤
Bajo las Propiedades 1 y 2, la forma b es continua sobreH10 (Ω)
3 y semidefinida positiva.
Observacio´n 1 Una te´cnica habitual para la aproximacio´n de las ecuaciones de Navier-
Stokes por me´todos mixtos en elementos finitos, consiste en reemplazar la forma b por
una forma antisime´trica b˜ que satisface b˜(uh; vh, vh) = 0. En nuestro caso, la forma bh no
satisface esta condicio´n, pero es semi-positiva.
Esta propiedad nos permite realizar el ana´lisis del problema discreto usando el ana´lisis
esta´ndar con algunas modificaciones adecuadas. En particular, el ana´lisis de existencia de
soluciones del problema discreto se sigue del Teorema del Punto Fijo de Brouwer:
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Teorema 2.1 Supongamos f ∈ Lr(Ω)d para r > rmin, con rmin = 1 para d = 2 y
rmin = 6/5 para d = 3. Entonces el problema (15) admite al menos una solucio´n que
satisface la estimacio´n:
‖∇uh‖0 ≤ ν−1Kr‖f‖r
‖ph‖0 ≤ βˆ−1(Nν−2K2r ‖f‖r + 2Kr)‖f‖r
(16)








El ana´lisis de convergencia y estimaciones de error se siguen de una modificacio´n
bastante elaborada del ana´lisis esta´ndar de aproximacio´n de las Ecuaciones de Navier-
Stokes mediante me´todos mixtos. Tenemos los siguientes resultados.
Teorema 2.2 Bajo las hipo´tesis del Teorema 2.1, existe una subsucesio´n de la sucesio´n
{(uh, ph)}h≥0, solucio´n de (15) que converge fuerte en V × L20(Ω) a una solucio´n del
problema (2). Si el problema continuo tiene una u´nica solucio´n, entonces toda la sucesio´n
converge a ella. ¤
Teorema 2.3 Supongamos ciertas las hipo´tesis del Teorema 2.2 y adema´s suponemos que
N‖f‖−1 < ν2 y M‖f‖−1 < ν2. Entonces existe una constante positiva C tal que
‖∇(u− uh)‖0 + ‖p− ph‖0 ≤ C
[




, ∀ sˆ ∈ (d, rmax]
con rmax =
{ ∞ d = 2;
6 d = 3.
donde d1(u,Vh) = ı´nf
vh∈Vh




En esta seccio´n presentamos algunos test nume´ricos cla´sicos para el problema de
Navier-Stokes. Se han obtenido utilizando el me´todo distributivo PSI, que comparamos
con la solucio´n obtenida por el me´todo de las caracter´ısticas. Observamos una mayor pre-
cisio´n y una escasa formacio´n de oscilaciones para´sitas del me´todo PSI, especialmente en
zonas de flujo de fuerte gradiente.
Para la resolucio´n nume´rica hemos utilizado del software Freefem++ (www.freefem.org).
3.1. Test 1: Problema de la cavidad
Consideramos como dominio el cuadrado unidad, Ω = [0, 1]2. Y resolvemos el problema
(15) para ν = 0,001 y f = 0. Como condicio´n inicial tomamos u = 0 en todo el dominio y
como condicio´n de contorno:
u =
{
(1, 0) sobre y = 1;
(0, 0) en otro caso.
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Figura 1: Test 1: Me´todo de las Caracter´ısticas (izquierda), Esquema PSI (derecha).
En la Figura 1, representamos la solucio´n obtenida para tiempo final T = 2,4. Observamos
el buen comportamiento del me´todo PSI y una mejor aproximacio´n en la zona superior
izquierda, donde los gradientes son fuertes. Esta diferencia es au´n ma´s clara en el Test 2,
como veremos a continuacio´n.
3.2. Test 2: Problema del escalo´n
Se trata de resolver mediante las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles la evolu-
cio´n de un fluido que se mueve en un canal estrecho con un escalo´n en la parte inferior.
El dominio esta´ representado en la Figura 2, donde hemos dividido la frontera en cuatro
partes. Consideramos en este caso el coeficiente de difusio´n ν = 0,0025 y te´rmino fuente
f = 0. Las condiciones de contorno vienen dadas por:
u =

(4y(1− y), 0) sobre Γ1;
(0, 0) sobre Γ2 ∪ Γ4;
ν ∂u∂n + p n = 0 sobre Γ3.
Como condicio´n inicial tomamos:
u0 =
{
(4y(1− y), 0) sobre Γ1;
(0, 0) en otro caso.
En este caso podemos apreciar una mayor diferencia entre las soluciones, notando
que la solucio´n obtenida por el me´todo PSI es ma´s regular y captura mejor el torbellino
formado tras el escalo´n. En la Figura 3 mostramos la solucio´n para ambos me´todos, para
un tiempo final de T = 20 segundos.
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Figura 2: Test 2: Dominio.
Figura 3: Test 2: Me´todo de las Caracter´ısticas (arriba), Esquema PSI (abajo).
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